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Resumen: La importancia del teorema del limite central en metrologia es inmediata, por lo cual la comprension
del mismo es fundamental para quien se esta formando en este campo. Un ejemplo sencillo y llamativo que
permite aproximarse en forma natural a este concepto, es la superposicion de las distribuciones de probabilidad
generadas con dados. Se hizo una aplicacién en la que se simula dicha superposicion y se puede visualizar el
resultado de forma clara y pudiendo cambiar facilmente algunos parametros. La simulacién ha sido Gtil y exitosa

al ser usada por estudiantes y metrdlogos del INM.
1. INTRODUCCION.

En este trabajo se aborda el tema del aprendizaje y/o
asimilacion del concepto del teorema del limite
central y su importancia en metrologia. [1][2].

El propésito es facilitar el estudio de este concepto
mediante un ejemplo que es muy visual e intuitivo; y
gue facilita la comprension del mismo por parte de
guienes no tienen necesariamente una soélida
formacién en matematicas y estadistica, como
sucede con frecuencia con personas en la industria,
gue se han ido acercando al tema de la metrologia,
debido a la difusién que de esta se ha hecho. Por esta
razén se han colocado en este articulo algunas
explicaciones que pueden resultar muy evidentes
para quienes tienen experiencia en el tema.

El ejemplo en cuestion es la superposicion de las
distribuciones de probabilidad asociadas al
lanzamiento de varios dados. Para ello se hizo una
simulacion basada en el generador de numeros
aleatorios de Excel ®, en realidad pseudoaleatorios.

La GUM (Evaluation of measurement data — Guide to
the expression of uncertainty in measurement) [1] es
el documento que establece los lineamientos a nivel
mundial en todo lo relacionado con metrologia. Alli se
trata la importancia del teorema del limite central,
especialmente en el numeral G2. Es dificil y
temerario, establecer un porcentaje pero se podria
decir que al menos en el 96% de los casos en que se
hace estimacioén de incertidumbres en una medicion,
se estd aplicando implicita o explicitamente, el
teorema del limite central, por considerar que la
distribucion de salida es aproximadamente normal.

2. SIMULACION.

Para explicar la simulacién, se da primero un breve
resumen respecto del problema en metrologia de
estimar la distribucibn de probabilidad de una
variable de salida, dadas las distribuciones de
probabilidad de las variables de entrada; luego se
hace referencia al teorema del limite central asi como
su relacién con dicho problema; finalmente se explica
la realizacion de la simulacién y como se utiliza.

2.1. Distribucion de probabilidad de salida.

Sin importar el campo experimental, el problema
comun en metrologia es el siguiente [1]:

Se tiene un mensurando Y que depende de las
maghnitudes de entrada X,, X,, ..., Xy, de forma tal que
la relacion funcional es conocida, es decir:

Y = f(X1, Xz o, Xn)
)

Se obtiene una estimacion y de Y. Mediante los
métodos matematicos pertinentes, que involucran
entre otras cosas los coeficientes de sensibilidad c;
asociados a cada variable de entrada X;, se obtiene
la incertidumbre tipica combinada u, de y.

Entonces se quiere estimar un intervalo apropiado
para Y que tiene una alta probabilidad o nivel de
confianza de que los posibles valores estén
contenidos en él.

Este nivel de confianza se caracteriza mediante un
porcentaje p mientras que el intervalo, lo caracteriza
una nueva incertidumbre Up, llamada incertidumbre
expandida. El intervalo se escribe entonces de la
siguiente forma:
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y—Up <Y <y+Up
@)

La incertidumbre expandida se relaciona con la
incertidumbre combinada mediante el factor k, de
cobertura, como:

Up = kpuc
3)
Entonces el problema consiste en hallar k, para
obtener una incertidumbre expandida U, que genere
un intervalo de confianza p. Para ello es muy

importante conocer la distribucion de probabilidad
asociadaa'Y. [1]

2.2. Teoremadel limite central.

La distribucion de probabilidad de Y puede obtenerse
mediante convolucion de las variables de entrada X;
si se cumplen la siguientes dos condiciones [2]:

- Que se conozcan las distribuciones de
probabilidad de las variables X;

- QueY dependa linealmente de las variables de
entrada.

Ademas de lo complejo que puede resultar realizar
dicha convolucién, no siempre se puede, porque
generalmente no se cumplen plénamente, estas dos
condiciones. Entonces se utilizan aproximaciones
basadas en el teorema del limite central el cual se
enuncia a continuacion [3]:

La distribucion de Y serd aproximadamente normal, y
tendréa la esperanza matematica:

N

EW) = ) GEX)

i=1

4
y su varianza estara dada por:
N
() = ) ot (X))
i=1
®)

donde: E(X;) = Esperanza matemética de X;
o?(X;) = Varianza de X;

siempre y cuando se satisfagan las siguientes dos
condiciones:

- Que las varialbes de entrada
independientes entre si.

sean

- Que ¢?(Y) sea mucho mayor que cualquier
c;0%(X;) de una X; cuya distribucion no sea
normal. En otras palabras, que ninguna de las
variables de entrada con distribucién diferente
a la normal, sea dominante.

Si se puede demostrar que se cumplen
aproximadamente, las condiciones para la validéz del
teorma del limite central, el problema de obtener k,
se simplifica notoriamente. Basta tomar un valor de
la distribucién normal; por ejemplo, en dicha
distribucion se tiene que para p = 95,45% k, = 2.

Valdria la pena anotar que el uso del valor k,, = 2, es
bastante “popular” y utilizado en la practica de forma
sistematica, de manera que se olvida incluso su
procedencia. Un mejor método para obtener k, se
hace mediante la obtencién del nimero de grados de
libertad [1][2].

2.3. Programade coOmputo.

Se realiz6 la simulacién en el software Excel.
Mediante el uso de ndmeros aleatorios
(pseudoaleatorios), la simulacion genera el resultado
de arrojar un determinado niumero de dados un cierto
namero de veces. Entdénces el mensurando es
simplemente el valor obtenido en la cara superior del
dado después de ser arrojado cuando se trata de un
solo dado y es la suma de dichos valores cuando se
trata de varios dados.

Si se tiene un solo dado, la distribucién de
probabilidad es la asociada solo a ese resultado; es
decir, se trata de una distribucién rectangular, ya que
para un solo dado todas las caras tienen la misma
probabilidad, (1/6) de ser el valor medido. Cuando se
trata de varios dados, la distribucion de probabilidad
resultante sera la superposicion de distribuciones de
probabilidad rectangulares.

Los parametros de la simulacion son simples. Se
puede variar el nimero de dados (D) entre 1y 6; y se
puede variar el nuimero de lanzamientos (M,
“medidas”) entre 2 y 10000. Cada vez que se quiere
generar un nuevo juego de resultados se oprime F9
en el teclado.

Como resultado, ademéas de una tabla extensa de
valores, se muestra una grafica donde aparece el
histograma respectivo y se muestran los ajustes a
tres distribuciones; a saber, distribuciones
rectangular, triangular y cuadrada. De esta manera,
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es posible analizar cual de las distribuciones se
ajusta mejor a los datos. La figura 1, muestra el
aspecto de la simulacién.

Medidas: 10 | |Minimo: 6 Promedio: 19,4
|# Dados: 6 Maéximo: 36 ||DesEstandar| 3,92
No. Inter: 31 Varianza: 15,4

= [ f S ooo °_ ] ooo : F9
\ e o ollle o Oprima
n |Dadol |Dado2 [Dado3 |Dadod |Dado5 |[Dado6 | Suma | Inter | Histc

1 1 2 3 5 3 5 19 6 0

Fig. 1. Aspecto parcial de la simulacion. Los
parametros variables son “Medidas” y “# Dados”.

3. RESULTADOS

En la figura 4 (al final), de este documento se
muestran los resultados arrojados por la simulacién
para algunos de los parametros. Naturalmente los
resultados obtenidos son diferentes cada vez que se
ejecuta la simulacion (F9), puesto que se
implementan nimeros aleatorios.

Se sugiere ejecutar la simulacién® con estos u otros
parametros para ver progresivamente los resultados
y el funcionamiento de la misma.

Los parametros utilizados en los resultados
mostrados fueron M = 100 y 10000; y paraD =1, 2,
4y6.

4, DISCUSION

El propdsito de la simulacion es descubrir de manera
natural lo que se observa cuando aumenta el valor de
cada uno de los pardmetros (nimero de dados y
namero de medidas). Vale la pena aclarar que
algunas de las presentes observaciones se hacen
analizando los resultados de la simulacion, con
muchos mas parametros que los presentados en la
figura 3.

Es interesante observar el resultado para un solo
dado. Se puede ver claramente como la distribucién
converge a una forma rectangular entre mayor sea el
namero de medidas, siendo practicamente perfecta
cuando M = 10000.

En el campo de la probabilidad, esto se conoce como
la “ley de los numeros grandes”; en palabras sencillas
lo que se tiene es que la distribucion de probabilidad

1 Si el lector requiere el archivo para efectuar la simulacion la
puede solicitar a los autores por correo electrénico.

esperada tedricamente asi cédmo su media, se
reproducen mejor en la practica, entre mas grande
sea el numero de la muestra. En principio se
reproducirian de forma exacta si se pudiera tener un
namero infinito de datos.

En este punto se le insiste al lector, en que “juegue”
con la simulacion para comprobar dichos
comportamientos.

Por ejemplo, es claro que para un solo dado la
distribucion de probabilidad tedrica es rectangular,
porque la probabilidad de que se obtenga el resultado
de cada cara es igual y corresponde a 1/6. Al probar
con un solo dado y 5 medidas, puede observarse
para muchos ensayos (oprimiendo F9), lo diferente
del resultado en cada caso, siendo muy extrafio que
en algin momento se obtenga la esperada
distribucion rectangular. Un andlisis similar se puede
hacer respecto del valor esperado (promedio);
claramente este es de 3.5, pero hay una gran
variabilidad al ejecutar la simulacion. Se puede
observar como cambia esto, al aumentar
gradualmente el nimero de medidas. Cuando se
tiene un dado y 10000 medidas, el comportamiento
rectangular de la distribucién es muy estable y el
promedio rara vez se aleja mas de dos centésimas,
de 3.5.

Andlisis similares se pueden hacer al cambiar el
numero de dados. Con dos dados, y 10 medidas, no
es posible detectar un comportamiento definido; con
100 medidas tampoco, pero si se percibe que la
distribucibn no es rectangular; hay un cierto
decaimiento de las colas, y un aumento de la
probabilidad hacia el centro; con 1000 medidas
empieza a notarse que el comportamiento de la
distribucién es triangular y con 10000 se hace mas
evidente.

Si bien el estudiante puede comprobar este
comportamiento triangular de la distribucion,
mediante la ejecucion de la simulacién, valdria la
pena que se pregunte: “; Es esta la distribucién que
se esperaria teéricamente?” La respuesta es si. La
comprobacion es facil y también muy didactica; basta
que se estudie el nUmero de microestados asociado
a cada resultado. Por ejemplo, para la ocurrencia del
valor 5, se tienen 4 posibles microestados, como se
ilustra en la figura 2.



Simposio de Metrologia 2014

6 - 10 de Octubre, 2014

® O

Microestado 1: [e)

| S \._.J

o|le

Microestado 2: [

U | )

(@] @
Microestado 3: (0]

_@4 8__.4

@ o
Microestado 4: ]

e o

Fig. 2. Microestados asociados al valor 5
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Al comprobar todos los microestados posibles
asociados a cada resultado para dos dados (es decir
de 2 a 12), se encuentra claramente que la
distribucion teérica esperada de probabilidad, es de
tipo triangular. Esta demostracion es perfectamente
valida y se extrae del campo de la mecanica
estadistica. Al hacer el célculo completo se obtiene la
siguiente gréafica con su respectiva tabla de datos:

Distribucion de probabilidad tedrica para el caso D =2

- >
_,»//J, "C\\\\
» 8,
e
~e
5 6 7 8 g 10 11 12 13
Macroestado

Fig. 3. Caso de solo dos dados. La distribucién de probabilidad teérica esperada es triangular.

Para el caso de tres dados puede notarse que la
distribucion se aproxima a una forma gaussiana
cuando se aumenta el nimero de medidas; dicho
comportamiento parece ser mas evidente, en la
medida en que el nimero de dados aumenta.

Entonces se ve con mucha claridad que se esta
cumpliendo el teorema del limite central; entre mayor
sea el nimero de medidas y mayor sea el nimero de
dados, la convolucion de las distribuciones
rectangulares dadas por cada dado, da como
resultado una distribucion normal.

De todas formas hay mas aspectos que se pueden
revisar, si se es detallista con la simulacién. Por
ejemplo, para 10000 medidas, puede verse que con
tres y cuatro dados, la parte central del histograma
siempre se encuentra por debajo de la curva normal.
Esto sugiere que la curva puede ser realmente una t
de Student, la cual tiende a la normal cuando el
ndmero de grados de libertad es muy grande. El
mismo comportamiento se observa para cinco y seis
dados, aunque es menos notorio. Lo anterior esta en
plena concordancia con la informacion tedrica
estadistica al respecto. La distribucién t de Student,
describe fendmenos aleatorios con una tendencia
central similar a la gaussiana, pero la primera se
ajusta mejor cuando se tiene una muestra pequefa.
Cuando la muestra tiende hacia infinito, la

distribucién t, tiende a la gaussiana. Se puede hacer
esta discusion mas exhaustiva, pero se sale del
alcance de este trabajo.

Se ha hecho la discusién teniendo fijo el nUmero de
dados y aumentando el de medidas. Se puede hacer
también fijando el nimero de medidas y variando el
de dados.

5. CONCLUSIONES

Se hizo una simulacién que ilustra didacticamente el
teorema del limite central. Como se comprobé con
estudiantes, la simulacion es de gran utilidad para
comprender este concepto y su papel dentro del
proceso de estimacion de incertidubres en
metrologia.
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Fig. 4a — 4d. Resultados de la simulacién con diferentes parametros de # Dados (D)”y “Medidas (M)”
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Fig. 4d-4h. Resultados de la simulacion con diferentes parametros de # Dados (D)”y “Medidas (M)”



